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多变量微积分笔记6——拉格朗日乘数法

　　基本的拉格朗日乘子法(又称为拉格朗日乘数法)，就是求函数

f(x1,x2,...) 在 g(x1,x2,...)=C 的约束条件下的极值的方法。其主要思想是引入

一个新的参数 λ （即拉格朗日乘子），将约束条件函数与原函数联系到一

起，使能配成与变量数量相等的等式方程，从而求出得到原函数极值的各个

变量的解。拉格朗日乘子是数学分析中同一名词的推广。

什么是拉格朗日乘数法
　　简单地说，拉格朗日乘数法是用来最小化或最大化多元函数的。如果有

一个方程f(x,y,z)，在这个方程里的变量之间不是独立的，也就是说这些变量

之间是有联系的，这个联系可能是某个方程g(x,y,z) = C；也就是g(x,y,z) =

C定义了x,y,z之间的关系，这个关系对变量做出了一定的的限制，我们需要

在这个限制下来最小化或最大化f(x,y,z)。

　　这里的最值不能简单地使用临界点，因为临界点通常不满足关系方程

g。如何解决这个问题呢？当这个限制g(x,y,z)非常简单的时候，我们可以解

出其中一个变量的表达式，把这个表达式代入f(x,y,z)后求得最值，这也是中

学阶段常用的方法。但问题是，很多时候我们并不能解出x,y,z，因为关系方

程g太复杂了，这就需要一个全新的方法求解，拉格朗日乘数法就是其中一

种。

寻找最值
　　示例：找出双曲线xy = 3上离原点最近的点。

　　如果(x, y)是曲线上的点，原点到该点的距离是：

 

　　求离原点最近的点实际上是求f(x,y)的最小值。可以使用一个更容易的

方程去掉根号：

 

　　在计算最小值时候有一个限制是：

 

　　把这个较为简单的例子用等高线图表示：
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　　很明显，当f和g相切的时候，能得到f的最小值。如果把双曲线看作自

身的等高线，那么当f的等高线和g的等高线相切时，f值最小。实际上这也

是找到最值的一般情形。

　　如果两个等高线相切，则二者在切点处的切线也相同，也就是说它们的

梯度向量平行，即：

　　如果两个向量平行，则其中一个向量是另一个向量的倍数，由此得到：

 

　　这里的λ是一个常数，我们需要做的是找到这个λ和特定的(x,y)使得上式

成立。这实际上是把2个变量加一个关系限制的最值问题转换为一个含有3

个变量的方程组。
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　　现在已经通过梯度向量平行，将原来的最值问题转换为一般的方程组，

这个方程组被称为拉格朗日方程组，它的解就是最值点。 

　　接下来就是解方程组，可以将其看作是关于xy的矩阵方程：

　　一个满足方程组的解是x = 0, y = 0，但这个解不满约束条件g(x,y) =

xy = 3；此外，只有当系数行列式的值是0时，方程才有多个解： 

   

　　把两个值分别代入方程组：

 

　　现在可以回答原问题，双曲线xy = 3距离原点最近的点有两个：(31/2,

31/2)和(-31/2, -31/2)。 

　　在这个例子中，λ就是拉格朗日乘子。

最小值和最大值
　　拉格朗日乘数法并不会告诉我们最值的类型，结果可能是最大值、最小

值或鞍点，由于存在限制条件，这里也不能像《多变量微积分3——二元函

数的极值》那样使用二阶导数判断。那么如何判断是最大值还是最小值呢？

只能通过将拉格朗日方程组的解代入问题方程f来判断。举例来说，如果有

三组解，代入f后分别是4,6,9，在不存在边界值时，4就是最小值，9就是最

大值；如果存在边界，还需要比较边界值。在双曲线的例子中，由于能够确

定边界在无穷远处，所以其结果就是最小值。

表面积最小的金字塔
　　给定金字塔的体积和底面积（底面的三边确定，分别是a1,a2,a3），如

何建造一个表面积最小的金字塔？

 

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
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--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU

http://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8319082.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9555710.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7832356.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/11869737.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9519387.html


2022/3/11 17:54 多变量微积分笔记6——拉格朗日乘数法 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8479899.html 4/8

　　如上图所示，将金字塔模型放入三维坐标系中，底面对应xy轴。由于体

积和底面积已知，根据体积公式，高也是定值，那么实际问题就是回答Q点

的位置。一种思路是利用向量的叉积计算三角形的面积（参考《线性代数笔

记4——向量3（叉积）》）： 

 

　　展开后将得到一个很长的式子，看起来并不是什么好方法。现在换一种

思路，利用三角形面积的几何公式，如下图所示：

　　h1是三角形PP1P2的高，设点Q是(x,y,0)，则：

　　这就转换成了有三个变量的函数，目标是求得f的最小值：

 

　　接下来需要寻找约束条件g。由于a1⊥h1且a1⊥h，所以a1垂直于h1和

h所在的平面，a1⊥u1。

　　上图可知：

 

　　这就是约束条件g：

http://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8203441.html
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　　知道了f和g，就可以使用拉格朗日乘数法：

 

　　当Q点的位置距离三边距离相等时，金字塔的表面积最小。

 

　　备注：

　　f对u1偏导将u2和u3看作常数，这相当于求f(u)的导数，

综合示例
示例1

　　在椭圆x2 + 4y2 = 4中有内接的矩形，该矩形的边平行于x轴和y轴，

找出这些矩形中周长最大的一个。

 

　　如上图所示，长方形的周长函数是f(x,y) = 4x + 4y，约束函数g(x,y) =

x2 + 4y2 = 4



2022/3/11 17:54 多变量微积分笔记6——拉格朗日乘数法 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8479899.html 6/8

 

　　由于拉格朗日乘数法无法确定最值的类型，所以还要对函数边界进行计

算。当P在椭圆上移动时，如果正好落在x轴上，则长方形退化成直线，此

时 ；另一个极值是 ，所以判定  是最大

值，此时长方形的一点的坐标是

示例2

　　计算f(x,y,z)= x2 + x + 2y2 + 3z2在约束条件x2 + y2 + z2 = 1下的最

值。

　　由于约束条件是球体，所以不存在边界，只需把这些解导入f即可。当

点在(-1,0,0)时，f最小，f = 0；当点在(1/4,0,±151/2/4)时f最大，f = 25/8
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· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜
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